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MOTTO:
Crede in tine!

Enunturi

1. Sa se arate ci, daca ¢ €(0,00)\ {1}, atunci:

3 kq* _2g" -1
S l+g+q’ +..+ ¢! g-1

, neN".

2. Si se arate ci, daca a, b, c,d e (0,x)si

A= (avab +cNed Ypab +ded ), B =(adlab® +ced® \bila®b +biab) .

atunci A>B.

- - e * .
3. Sa se arate ca, daci X1, X2, oy X1 € (0, 0), n € N, xy = x,,45, atunci:
n n 1
Y Py Ey
i=) -1 X+ X,

4. Sa se arate ca, dacd x, y, z € (0, o), atunci:

Z(x+y)w/(x+y)(y+z) > 4Zx\/y_z.

5. S& se arate ¢, daci x, y, z € (0, %), atunci:

x+y)
L G

Z JX+y

6. Saseaflex, y, z, t € (0, n), astfel incat:

SIN XCOS7+SiN7cos y +sin y +cosz =

B | w2 o | —

§IN X Cos ) +8in ycos z +8in z2¢os x -

7. Sa se arate ci, daci a, b, ¢ € R, atunci:

3a +b" +c7) 2 Z(cf +b* ~c*) + 24abeilabe .
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< < . . 6 12 18
8. Sascarate ca, dacix, v,z e R 6x+3y+2z=27+—+—+—;xyz = 6, atunct:
x y oz

min(x—1,y—-2,z-3)<3.

9. Si se arate ¢i, dacd a, b, ¢, d € (0, ), atunci:

10.

11.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

(ab+cdy: < (bilab* +d¥lcd* Yaila'b +cddc?).

Sa se arate cd, daca x, v, z, t € (1, ) si xyzt = e, atunci:

5 2 2 1
In*x-ln*y+In*z-In"r<—.
16

Sa se arate ca numarul Cjy este divizibil cu 2015.
Sa se giseasca primele 1007 zecimale ale numarului x = (2 + \/g)zm4 .

Sa sc arate ci, dacd x € [0, 1], atunci:

2<(W2- 1)[://_5“] W2+ 1)(? 3 <22

Sa se rezolve sistemul:

Fie A={(a,b)|2a” +2b* +5ab+2a+b=6; a,beZ}. Cite solutii are ecuatia:
A=A VA, VA UA,?

Fie a, b, ¢, d € (1, ), astfel incat %2 £ a . Sa se arate ci:
a c¢

lga, lgd
lgh lgc

Sa se arate ca:

C'C +C'C -4 JCCl <2 ~1; neN.
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18. in cate moduri pot fi stocate 7 fisiere a cate 520 MB pe 4 hard-diskuri avand fiecare
2 GB si astfel incat fiecare hard-disk sa contini cel putin un fisier?

19. Si se arate ¢4, dacd a, b, ¢ € (0, 1), atunci:
abe < a\.'ing“ﬁ b log e 'CVHOEC” .

Generalizare pentru xi, xz, ..., X, € (0, 1).

20. Si se arate i, daci x € (0, 1) U (1, o), atunci:

] | 1 2014 1 Y
+ Tt 2014 2015 = N
log 3-log 9 log 9 log 27 log 37" -log 3 2015{ log 3

21. Sa se determine m, n, p, g, r € N, astfel incat:
ml+nl+pl+qgl=r!.
Generalizare: Sa se determine xi, X2, ..., X, Xp+1 € N, astfel incat:
M+ +xt=x,
22, Si se demonstreze ci:
Cl+CY +Chy +.+ Cop <71+ 8!+ 9!+...+100!.

23. Si se demonstreze ca:
a. m-ef>nt-e;
b. &1 >x""; Vxelemn].

24, Si se rezolve ecuatia:
I +2" +..+2015" = (Co)

25. Sa se arate ca:
|
(1+2+3+...+2015).€N*‘
11.21.30.....2015!

26. Si se rezolve ecuatiile:
a. In*x=10-In*x+9=0;:
b. 2In’ x+3In° x +3Inx+2=0;
c. 2In*x+7In* x+9In*x+7Inx+2=0.
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27. Si se rezolve ecuatia:

1
log. (log.x)+—
g,(logx) Tog,(log.)

2

>
. * . ] P

28.Fie neN si xfe{ﬁ,lo}iel,n.szlse arate ci:

= lgzx. +x1.g i
Dl10E T | <20n.
i=1

29.Fielga,lgb,lgc, lgd:. a, b, c.d e (1, ) lungimile laturilor consecutive ale unui
patrulater inscriptibil. Sa se arate ca:

o

30. Si se rezolve ecuatia:

y 4

ko gk ga-k 2015
DCiA AT = A"
k=0

piixin=p

31. S se arate ca in orice triunghi este valabila relatia:

2>’ +98) T 72;S :

32. Fiea, b € [0, ). Sa se arate i, (V) x,y € R:

SINXTSINY 7 COSTHCOS ¥ 2y In* a+ln® b
a -b Y <e

33. Fiex e (1,0);y € (0, ): n € N'. Si s arate ci:

n+l
log (x" —Dlog (x" + )log (x* +1)-...- 1og¥(x2"’1-" +1)< 2" (Llj ‘
' n+

34, Fiea e (1, ®); b € (0, ). Sa se arate ci:

log (a” —Dlog (a" +Dlog (" +1) < g—jlf :

35. Si se rezolve ecuatia:

logyax logq 4
SR
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36. Si se arate cd, dacia, b, c > 0;a + b + ¢ > 1, atunci:
(a-8° +b-8 +c-8)a-27"+b-27" +¢c-27°) 26.

37. S se determine numerele reale strict pozitive ay, ay, ..., a,, ..., care verifica relatia:
3@t +a+..+a)=(Q2n+1)a +a,+..+a,), pentru orice n € N

38. Fie 4 =In(lg x) si B =1lg(In y); x, y € (e, ). S se afle valorile lui x si y astfel incat:
JA —24+5+B*~4B+29<7.

39. S se arate cd, dacd a, b € (0, »0); abc = 1, atunci:

> e@ava+3b")+ Y c(3ava +4b*)>21.

40. Si se rezolve ecuatia:
(gx+D(gx+2)(Igx+3)(Igx+4)=—1.

41. Si se demonstreze ci:
Jin2-1g2 +/In3-1g3 </ln7-1g7 .

42. Si se determine centrul radical al cercurilor de ecuatii:
C izz+(1+D)z+(1-1)z-3=0
C,izz+(Q2-)z+Q2+)z+1=0

C,:zz+(1+20)z+(1-2i)z—8=0.

43. Si se arate cd ecuatia: x!+2015!=(x+2015)! nu are solutie.

44, Si se demonstreze i 1g2016 < 232 :

45, Si se demonstreze ca:
10(In605—-1n2) > 31n10!.

+E; s:—l+i—3. Calculati z” +L; neN".
& 2 z"

. . 1
46. Fie z< C’ astfel incat z+—= <

z €
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47. Si se arate ci, dacd x, y, z € (1, ), atunci:

lgxlgylgz<lg’(x+y+2).

48. Sa se arate cd in orice triunghi avem relatiile:

. m, m, m
m,+m,+m 21+ +] si —2+-L4 >3
L

c

49. Numirul diagonalelor unui poligon convex este egal cu numarul punctelor de
intersectie a diagonalelor situat in interiorul poligonului. Céte laturi are poligonul?

50. Fie z,z,,..,z,€C; z,#z;; (V)i#J; i,jel,m neN; n>3 si

§=2z+2z,+..+z,.Dacd s-z =z;iel,n,sdsearatecis=0.

51. S se rezolve in C ecuatia:
z-2015+z-2016=1.

52. Fie 4, B, C misurile, in radiani, ale unghiurilor unui triunghi. Sa se arate ca:
Ah, +Bh, + Ch, _m_ Am, + Bm, +Cm, <
ho+h+h, 3 morm+m 3

. * % o
53.Fiez, 2, ...,2z, € C;n e N'. Si se arate ci:

Dz L '24n+8> Re(z}).
i=1 Z; i=1

54. Sz se arate ¢a, (V) n € N'; n> 2, avem:

6( 1+ 321+ .+ )y <+ 6n—1.

55. Si se rezolve ecuatia:
Zx: ' +k+1 599
Sk Dk+1)! 600

56. Si se demonstreze ca, (V) n € N*:

1 3 2 5 n 2n+1
— ettt +
3141 51 6N Crn+DHY 2r+2)!
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57. Sa se determine n € N astfel incat:
Z 1
+ Jk (k+1+ﬂ1) YN

58. intr-o progresie aritmeticd, a, = 2; a, = 502. Aflati cel mai mic k € N astfel incét

scrierea lui a, si inceapa cu cifra 9.

59. Intr-o progresie aritmetica, a, = p; a, =¢; P,q € N;g>p. Aflati k € N" astfel

incat scrierea lui a; sd inceapa cu cifra 9.

60. Fie x, y, z € N'. Si se arate ci:
(z)™ <3 -(xpz)!.

61. Si se arate cd, pentru orice m, n € N, avem:
logz[mn(C;”mC;n)z] >2(2m+2n-1).

. Si se arate

62. Fie H={z|z=a+bs+ca2; a,b,ceR; a,b,ceR; e¢=

cd, dacd z € H, atunci P e H

63. Fiea € N, n e N'. Si se arate ca:

Ja[(1+Jay" —(1-a)" |eN.

64. Fic x. v, z € (0, ). S se arate ci:

RO

Ve e

2+3x

65. S se arate ca in orice triunghi este adevarata relatia:
w(h,+h+h)=9p.

66. Si se arate ¢a in orice triunghi este adevaratd relagia:

n(am, +bm, +cm )= 2p°.



Solutii

1. Din inegalitatea Kurliancik:

n

k n

; T I <2;ak; a,,a,,...,a, >0,
ettt —

a

1 % a,
deducem, pentru a, =¢" "1k >1,

k v
2 T 1 <224
= p=

¢ ¢ 4"
Z Kk _20¢"-1)
1.17_ g-1
k
i__
L
q
k(l 1] ”
i q 2(¢" -1)
k=1 1 . -1
q“ -1
kg (g =) _2(¢" 1)
13
o g -1 g-1
Z”: kg _2¢"-D
Sl+g+q +..+¢" g-1

2. Vom folosi inegalitatea Callebaut:

[ia/!vxbll ¥ } (ia,lxbg” j > (iaihr.»b[ly ] [ia:&'b,ﬁ} j
= = = P

pentru 12x>y2>0; a,b >0; iel,n i, incare n=2; Y:l

1
; 2,)’—5; ar=a,a,=b, b =
=c;by=d

JI31I3I3 4 2 4 2 2 4

(@07 +c2d> Y a?h? +c2d?) 2 (@b’ +c3d P Ya'bd +c3d?)
(a'b +edyNab® +Ned )2 Fla'v +ca \ab' +an)
(afab +cNed Yoab + dNed ) = (alab® + ced® biab + biap)
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3. Inegalitatea se scrie:

X i= xl+x/-1
i
=1
n 1 1 1 1 1 ! S !
— = ——+—+..+5—< + + = =
X +Xx X, + X, X +Xx i X + X
’ X b3 2 3 Y | i=] 7 +1
SooYe 3 X Ml
s i1 i=1 i
de n ori
1 1 1 n 1
< + + = :
X +x, X +Xx X, +x., OX+X,

4. Notdm Jx+y =a;\Jy+z=bNz+x=c.
Din inegalitatea Muirhead:
at+bt+ct 2 2db+ e+ la) 2 2a’h v a’c + b,
Retinem: ab+bc+cia>d’bt +a’c’ +bc’
Zagb > Zazb2
DA YNy +2) 2 D (x+y)y+2) 2
>3 2w 2yz =43 xz =43 xyz .

5.Notim /x+y=a;\Jy+z=bNz+x=c.

4 F [
Inegalitatea se scrie: E_M > abe
at+b+c
a*+b' +c* >abc(a+b+c).
Dar a' +b*+ct >’V + PP + b’ zabc(a+b+c).
in inegalitatea Muirhead sistemul (4, 0, 0) majoreaza sistemul (2, 2, 0), care majoreazd
sistemul (2, 1, 1).

6. 2 sin x cos y < sin” x cos” y
2 siny cos z < sin’ y cos” x
2 sin z cos x < sin’ z cos” x

2(sinxcos y+sin ycosz +sinzcosx) <3

sinxcos y +8in ycosz+sinzcosx < =

Maximul se atinge pentru x=y=z=

NG |
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51
o : : . T . T . R T
Prima ecuatie se scrie: smzcosr +sinfcos—+ sm—cosz =5
2 . 1 1
—(cost+sint)+—=—
2 2 2
sint+cost =0
tgr=-1
3n
l‘:_
4
e
o
4
}7:2
Solutie: 4
T
=2
4
3n
r=—-.
4
7. (@ +b+Y =@ +b -’ +4b’c’ +da’c’
(@ +b 47y =0+ —a’ ) +4a’b’ +4a’c
(@ +b+)Y =(C+a" —b) +4a’h’ +4b’c
Na* +b +c7) = Z:(a2 +b =Y +8(a@h b +ctat) >
2y (a +b" =) +8:3Va'b'ct =
= Z(a2 +b° =) +24abcilabe .
8. (x—D(y=20z—-3)=(xy-2x-y+2)(z-3)=
=xyz—3xy-2xz+6x—-yz4+3y+2z-6=
12
:6—§————+6x+3y+2f_—6=
z Yy X
12
‘6x+3y+2_7—[1§+—+9J—27
z v X

min(x—1,v -2,z -3) < Y-y -2)(z-3) =327 =3 =3
min(x—-1,y-2,z-3)<3.
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9. (ab+ cdy = (Y(ab")a’b) + Yied®)d))

Din inegalitatea Cauchy—Schwarz:
(15cab’ya’b) + ‘S/(Cdg)(dc[’))z (Y2 ) + (Ve )2).((19%)2 + (9 ))' _
= (Vab® +ea® Wb + d” ) = (ab* + adled* Na¥la's + cdc* ) =
:(bxs/;;+dﬁ)(am+c@).

10. xzt=e=>Inx+Iny+Inz+Inr=1
In*x-In* y+In*z-Inr <(In’ x + In” z)(In* y+1n’ 1) <

(Inx+Inz)+(Iny+ lnt)]’ _

<(Inx+Inz)’(Iny+Inr)’ S[

2 16
4028!
1. Cins _ 2014 40281 4028! ( L j_
2015 201412015 201412015  201412013!L2014 2015
= Cins — Caos €Z.
Rezulta:
2014
ﬁezjzomcjggg.
12. x= (243" = (7+43)" = p+ g3 p.ge N.
Rezulta:
Q-3 =p-qv3.
/ 1 1 1
0< 2_\/5 2014 _ _ <
( ) (2+\/§)20[4 (7+4\/—3_)1007 10](]()7
x+(2—\/§)2014:2p
0<2p—x<W
_1010(17 <x-2p<0

1

Rezultd cd primele 1007 zecimale ale lui x sunt egale cu 9.
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13. Din inegalitatea mediilor:

(J_—I)[ﬁilj +(\/§+1)[\/_ ]

.- J\/«—lj(fﬂj R

A doua inegalitate se scrie succesiv:

~2-1) (g”j + (W2 + 1)(?‘ J <(W2-1)+(2+1)

(8] s

(V2 -2y 2T - (220

Relatia este adevdrata deoarece x €[0,1] = —x[0,1]=1-x<[0,1].

14, SRV 2oy
2, 3 4
x=2% y=ez =gt
pHHORI6k . S8
29%k =58 k=2=x=¢e"y=e"z=¢".
15. 2a° +2b° +5ab+2a+b=6 <= 2a+b)a+2b+1)=6

cu solutiile: (a,b) € {(-1,3);(4,-2);(-1,-1);(0,-2)} . Rezulta card 4 = 4.

Dacd (a, b) € A4, atunci (a, b) apare in cel putin una din multimile 4, i e 1,4 . Indicii
multimilor 4, i e 1,4 care contin pe (a, b) formeaza o submultime a lui {1, 2, 3, 4}.
Rezultd ca sunt 2* — 1 = 15 moduri in care (a, b) poate apartine cel putin unei multimi

4.iel,4. Deoarece fiecare element (a, b) € A apartine cel putin unei multimi

4, iel,4, rezultd ci ecuatia are 15* solutii.

16. %25: a’ > be=2lga>lg(bc) = lgb +1ge > 2 lghlge =
a

= lga=./lgalgc :lgzazlgalgc:%zﬁ
g

: 1

™ (1)

Analog, din: > d = —C lgd (2)
a ¢ lga lgc



